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Simulation de la conduction de la chaleur dans un milieu
continu par un mode`le e´le´ments discrets
I. TERREROSa, I. IORDANOFFb, J. L. CHARLESc
a,b,c. I2M - UMR 5295 CNRS - 16 avenue Pey Berland 33607 PESSAC Cedex - France
Re´sume´ :
La me´thode des e´le´ments discrets (DEM) utilise une description discre`te des domaines a` simuler, car
a` l’origine elle a e´te´ conc¸ue pour simuler des mate´riaux granulaires. Elle est aussi approprie´e pour
simuler le contact sec, la fracturation et l’usure. Pour des proble`mes d’interface tel que l’usure, il est
utile de pouvoir simuler une partie du mate´riau continu par e´le´ments discrets. Il faut alors assurer
que le mode`le par e´le´ments discrets repre´sente bien le comportement physique du mate´riau continu.
Le travail pre´sente´, base´e sur l’article de W. L. Vargas [1], propose une me´thode pour simuler par
e´le´ments discrets la conduction de la chaleur dans un milieu continu.
Abstract :
Discrete Element Method (DEM) uses a set of discrete elements in order to describe the material under
study. The reason is that originally it was conceived to describe granular materials. Thus is naturally
adapted to simulate problems like, for example, dry contact, fracturation and mixing. Nevertheless,
modelling of a continuous zone may be useful in some of those problems. In that case, the correct
physical behaviour of the continuous zone must be ensured. This work, based on the article by W. L.
Vargas [1], explains how to simulate heat conduction through a continuous material using a discrete
model of the domain.
Mots clefs : DEM ; Thermique.
1 Introduction
La me´thode DEM utilise une description discre`te des domaines a` simuler, car a` l’origine elle a e´te´
conc¸ue pour simuler des mate´riaux granulaires. En plus des mate´riaux granulaires, elle est aussi ap-
proprie´e pour simuler le contact sec [2], la fracturation [3] et l’usure [4]. Un de´monstrateur pour la
simulation de FSW a aussi e´te´ de´veloppe´ [5]. Le but de cet article est de de´velopper une me´thode simple
permettant de simuler la conduction thermique dans un milieu continu par la me´thode des e´le´ments
discrets, de fac¸on a` avoir une description unique pour la thermique du contact et la thermique proche
de la zone de contact.
2 Description
Un cas typique de domaine discret est celui de la figure 1, ou` tous les e´le´ments ont une forme sphe´rique.
Selon [1], l’interaction au sein de chaque paire d’e´le´ments en contact doit eˆtre analyse´e se´pare´ment,
puis la somme de toutes ces interactions doit eˆtre faite afin d’obtenir le comportement de tous les
e´le´ments. Mathe´matiquement :
Gi =
Nc∑
gij (1)
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i j
Figure 1 – Exemple de domaine discret d’exemple et paire de particules
ou` Gi est une grandeur physique caracte´risant l’e´le´ment discret i, gij est l’augmentation de cette
grandeur provoque´e par l’interaction entre l’e´le´ment discret i et l’e´le´ment discret j et Nc est le nombre
de contacts de l’e´le´ment discret i.
Pour appliquer cela a` la conduction de la chaleur, il faut d’abord regarder un paire d’e´le´ments discrets
en contact (figure 1) et utiliser la loi de Fourier pour calculer la puissance thermique e´change´e a` un
instant donne´ :
Wij = St λ
∆θij
dij
(2)
ou` St est la surface de transmission de la chaleur, ∆θij est la diffe´rence de tempe´ratures entre l’e´le´ment
discret i et l’e´le´ment discret j, λ est la conductivite´ du mate´riau et dij est la distance entre l’e´le´ment
discret i et l’e´le´ment discret j.
De l’autre coˆte´, l’e´nergie thermique gagne´e par l’e´le´ment discret i est calcule´e selon :
(Eiθ − Eiθ0) =
∫ θ
θ0
cp ρed Vi dθ ⇒ ∆Ei = cp ρed Vi ∆θi
ou` cp est la capacite´ thermique du mate´riau, ρed est la masse volumique de l’e´le´ment discret, Vi est le
volume de l’e´le´ment discret i et ∆θi est le changement de tempe´rature de l’e´le´ment discret i. On peut
alors e´crire :
∆Ei
∆t
=Wij =
cp ρed Vi ∆θi
∆t
(3)
En utilisant un pas de temps ∆t suffisamment petit pour conside´rer ∆θij = Cte, les e´quations 2 et 3
peuvent eˆtre combine´es pour obtenir :
∆θi =
∆θij St λ
dij cp ρed Vi
∆t (4)
Finalement, l’e´quation 1 est utilise´e pour calculer l’augmentation de la tempe´rature ∆Ti de l’e´le´ment
discret i apre`s le pas de temps ∆t :
∆Ti =
Nc∑
∆θi =
Nc∑ ∆θij St λ
dij cp ρed Vi
∆t
Avec ce re´sultat le proble`me du calcul de la diffusion de la chaleur a` travers un milieu continu se re´duit
a` trouver :
1. La bonne surface de transmission entre e´le´ments discrets (St)
2. La masse qui correspond a` chaque e´le´ment discret (ρed Vi). On choisit de fixer le volume de la
sphe`re et d’adapter la masse volumique.
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3 Applications aux domaines organise´s
On va appliquer l’e´quation 4 a` un ensemble d’e´le´ments discrets de meˆme rayon aligne´s (figure 2). Les
substitutions suivantes peuvent eˆtre faites :
– La distance entre les centres des sphe`res est e´gale au diame`tre d’une sphe`re, donc : dij = 2R.
– La masse de chaque e´le´ment discret doit eˆtre e´gal a` la masse du volume que cet e´le´ment discret
repre´sente. Pour cela, la relation suivante doit eˆtre applique´e : ρed Vi = ρc Vrepres = ρc 2R St ⇒
ρed = ρc Vrepres/Vi = ρc · fv.
i-1 i i+1
Figure 2 – E´le´ments en disposition 1D
Dans la figure 2 on peut voir un exemple du volume repre´sente´ par une sphe`re avec une surface de
transmission quelconque. L’e´quation 1 devient alors :
∆Ti =
Nc∑
∆θi =
Nc∑ ∆θij St λ
dij cp ρed Vi
∆t =
Nc∑ ∆θij St λ
2R cp ρc Vrepres
∆t =
Nc∑ ∆θij St λ
2R cp ρc 2R St
∆t
Et si on simplifie :
∆Ti =
Nc∑ ∆θij λ
4R2 ρc cp
∆t
3.1 Comparaison avec les re´sultats the´oriques
Si l’e´quation 1 est applique´e aux re´sultats du paragraphe pre´ce´dent pour calculer l’augmentation de
la tempe´rature d’un e´le´ment discret i situe´ entre les e´le´ments discrets i− 1 et i+1 (figure 2) apre`s un
pas de temps ∆t :
∆Ti =
Nc∑ ∆θij λ
4R2 ρc cp
∆t =
λ(Ti−1 − Ti)
(2R)2 ρc cp
∆t+
λ(Ti+1 − Ti)
(2R)2 ρc cp
∆t =
λ(Ti−1 + Ti+1 − 2Ti)
(2R)2 ρc cp
∆t
Qui correspond exactement a` la discre´tisation de l’e´quation de conduction de la chaleur en 1D :
∂T
∂t
=
λ
ρc cp
∂2T
∂x2
≈
λ
ρc cp
Ti−1 + Ti+1 − 2Ti
(2R)2
(diffe´rences finies centre´es)
i5 6
2
1
3
4
Figure 3 – E´le´ments en disposition ”SC”
Pour un domaine 3D cristallin de type ”Simple
Cubic” le volume repre´sente´ par chaque e´le´ment
discret doit eˆtre un cube, afin de remplir
comple`tement le mate´riau continu (figure 3).
La distance entre e´le´ments discrets est encore
dij = 2R mais la surface St est maintenant e´gal a`
2R×2R. ρed est calcule´e avec le rapport pre´sente´
dans la section 3 (ρed = ρc
Vrepres
Vi
= ρc · fv). En
faisant les substitutions ne´cessaires a` l’e´quation
1, on obtient :
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∆Ti =
6∑
∆θi =
6∑ ∆θij St λ
dij cp ρed Vi
∆t =
(2R)2 λ
2R cp ρc
(2R)3
Vi
Vi
∆t
6∑
∆θij =
=
λ
ρc cp (2R)2
((θ1 − θi) + (θ2 − θi) + (θ3 − θi) + (θ4 − θi) + (θ5 − θi) + (θ6 − θi)) =
=
λ
ρc cp
(
θ1 + θ2 − 2θi
(2R)2
+
θ3 + θ4 − 2θi
(2R)2
+
θ5 + θ6 − 2θi
(2R)2
)
∆t
Qui correspond exactement a` la discre´tisation de l’e´quation de conduction de la chaleur en 3D :
∂T
∂t
=
λ
ρc cp
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
+
∂2T
∂z2
)
4 Applications aux domaines isotropes
i
Figure 4 – Cas 3D
ge´ne´ral
L’importance d’un bon choix des volumes englobants (afin de calculer la fraction
volumique locale) et de ses facettes (afin de calculer la surface de transmission) a
e´te´ mise en e´vidence dans la section pre´ce´dente. Dans cette section une me´thode
simple, rapide et efficace nume´riquement va eˆtre de´crite. En effet, les va-
riables St et fv vont eˆtre calcule´es en fonction du nombre de contacts et du
rayon de l’e´le´ment discret.
Il faut d’abord remarquer que pour conside´rer un domaine discret comme iso-
trope les e´le´ments discrets doivent avoir une dispersion de rayon minimale de
15% [6].
Pour les e´le´ments discrets qui ont 4, 6, 8, 12 et 20 voisins St est conside´re´e e´gal
a` la surface des facettes des solides de Platon qui entourent l’e´le´ment discret. Dans le reste des cas
une interpolation line´aire et une extrapolation avec pente constante ont e´te´ utilise´es (figure 5, courbe
e´toile´e).
Figure 5 – Multiplication St · fvl (en rouge continu)
Afin de calculer les fractions
volumiques, les fractions volu-
miques de dispositions cristal-
lines connues vont eˆtre prises
comme mode`le (”DC”, ”SC”,
”BCC”, ”FCC”). La quantite´
d’e´le´ments voisins est connue
pour ces distributions. L’inter-
polation line´aire est encore uti-
lise´e, mais cette fois ci au lieu
de faire une extrapolation avec
pente constante, la fraction vo-
lumique locale d’un e´le´ment sans
voisins est conside´re´e nulle (figure
5). Pour garantir que au cours
des ite´rations l’e´nergie transfe´re´e
d’un e´le´ment discret i a` un
e´le´ment discret j soit e´gal dans les
deux sens, le nombre de contacts entre les deux e´le´ments discrets regarde´s est moyenne´ (Nc eq). La
meˆme de´marche est utilise´e avec les variables de l’e´quation 2 (St et λ).
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Une fois qu’on a calcule´ Steq(Nc eq, R) et fv(Nc eq) avec la me´thode de´crite pre´ce´demment, l’augmen-
tation de la tempe´rature de l’e´le´ment discret i est :
∆Ti =
Nc∑
∆θi =
Nc∑ ∆θij Steq(Nc eq, R) λeq fv(Nc eq)
dij ρc cp Vi
∆t
Contrairement aux milieux organise´s, on ne peut pas de´montrer analytiquement la validite´ de l’ap-
proche propose´e. Des essais nume´riques de validation sont donc pre´sente´s.
5 Re´sultats
5.1 Pseudo 1D
Une poutre 3D de Al 2017 − T451 de 1, 6 cm de long est chauffe´e a` l’une de ses extre´mite´s. La
tempe´rature initiale de la poutre est de 298K et la tempe´rature de l’extre´mite´ reste constante a` 798K.
Les courbes de tempe´rature sont trace´es et compare´es avec le re´sultat analytique chaque seconde et la
convergence de l’e´nergie calorifique de la poutre vers la valeur the´orique est mise en e´vidence (figure
6).
0 s
1 s
2 s
3 s
4 s
5 s
6 s
Figure 6 – Courbes de tempe´rature et e´nergie dans la poutre
5.2 Cas d’un domaine cristallin 3D
Un domaine cristallin avec une structure ”SC” est divise´ en 4 carre´s, dont 2 sont a` 298K et le reste
a` 798K. Le domaine reste adiabatique et le champ de tempe´ratures tend vers la situation d’e´quilibre.
La simulation DEM est compare´e avec une simulation re´alise´e avec le logiciel FEM de´veloppe´ par [7].
Le champ de tempe´ratures et l’erreur relative sont dans la figure 7.
5.3 Cas 2D proche du FSW
Un noyau a` 798K est cre´e dans la poutre utilise´e dans la premie`re simulation. Le reste de la poutre
est a` 298K. Le champ de tempe´ratures tends vers l’e´quilibre et les re´sultats sont compare´s avec ceux
du logiciel [7] (figure 8).
6 Conclusion
L’utilisation de l’e´quation 1 pour simuler la conduction de la chaleur a` travers un milieu continu
mode´lise´ avec un mode`le par e´le´ments discrets est correcte si :
– La masse volumique de chaque e´le´ment discret est calcule´e en fonction du volume du mate´riau
continu qu’il repre´sente.
– Les surfaces de transmission sont calcule´es a` partir d’un maillage du domaine en volumes platoniques.
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Figure 7 – Champ de tempe´ratures et erreur relative
Figure 8 – Champ de tempe´ratures et erreur relative
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